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1. Начальные условия 

Дифференциальное уравнение второго порядка имеет вид 

,0) ,  ,  ,( =′′′ yyyxF      (1) 

где )(xy  – неизвестная функция. К уравнениям второго порядка приводят, в 

частности, различные задачи механики. Пусть, например, материальная точка 

с массой m  движется вдоль оси Ox , причем сила, действующая на точку, за-

дана как функция времени: )(tFF = . Закон движения выражается с помощью 

функции )(txx = , задающей положение точки на оси в произвольной  момент 

времени t . Согласно второму закону Ньютона, имеем Fma = , где a  – уско-
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рение точки, т.е. .2

2

dt
xda =  Таким образом, функция )(tx  должна удовлетво-

рять дифференциальному уравнению 

).(1
2

2

tF
mdt

xd
=                    (2) 

В более общем случае сила F  может зависеть не только от момента времени 

t , но и от положения точки в момент t  (таковы, например, сила тяготения 

или сила упругости), а также от ее скорости. Тогда , , , 





=

dt
dxxtFF  и вместо 

уравнения (2) имеем уравнение более общего вида 

. , ,2

2







=

dt
dxxtF

dt
xd                                               (3) 

Для дифференциального уравнения важное значение имеет вопрос о 

дополнительных условиях, позволяющих получить какое-то одно определен-

ное решение уравнения. Какой характер могут носить эти условия для урав-

нения (3)? Возможный ответ на этот вопрос подсказывает рассмотренная вы-

ше механическая модель. Интуитивно ясно, что если задано положение точки 

в некоторый момент времени 0t , а также ее скорость в момент 0t , то дальней-

шее движение точки однозначно определяется этими условиями. Поэтому 

имеются основания выбрать дополнительные условия в виде 

, , 00 00
x

dt
dxxx tttt ′== ==  

где 000   ,  , xxt ′   - заданные числа. Геометрически это означает, что ищется ин-

тегральная кривая уравнения (3), проходящая через заданную точку )  ;( 00 xt  и 

имеющая в этой точке заданное направление, которое характеризуется угло-

вым коэффициентом 0x′   (рис. 1). Поставленная таким образом задача называ-

ется задачей Коши для уравнения (1). 
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Рис. 1 

В дальнейшем независимую переменную будем, как и ранее, обозна-

чать через x , а неизвестную функцию – через y ; таким образом, мы возвра-

щаемся к записи уравнения второго порядка в форме (1) (а не в форме (3)). 

Обычно уравнение (1) удается разрешить относительно  ,y ′′  т.е. привес-

ти его к виду 

). , ,( yyxfy ′=′′     (4) 

Сформулируем теорему о существовании и единственности решения задачи 

Коши для уравнения (4). 

 
Теорема 1. Если в некоторой окрестности значений 000  ,  , yyx ′   функция 

yyxf ′ , ,(  определена, непрерывна и имеет непрерывные частные производ-

ные 
y
f
∂
∂   и ,

y
f
′∂

∂   то существует такая окрестность точки ) ; ;( 000 yyx ′   (в про-

странстве 3R ), в которой задача Коши для уравнения (4) с начальными усло-

виями  00 00
 , yyyy xxxx ′=′= ==  имеет решение, и притом единственное. 

 
Доказательство опускаем.■ 

Как уже отмечалось в § 30, (п.1.2) общее решение уравнения второго 

порядка зависит от двух произвольных постоянных, т.е. имеет вид 

),,( 21 CCxy ϕ= . Это вполне согласуется с существованием и единственностью 

решения задачи Коши: из равенств 0210 ),,( yCCx =ϕ ,  0210 ),,( yCCx ′=′ϕ  вообще 
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говоря, однозначно определяются значения 1C  и 2C , а значит, и частное ре-

шение уравнения (1). 

Например, общее решение уравнения 0=′′y  имеет вид 21 CxCy += . Та-

ким образом, интегральные кривые представляют собой прямые на плоско-

сти. Через данную точку ) ;( 00 yx  плоскости в данном направлении, характери-

зуемом угловым коэффициентом 0y′   проходит интегральная кривая, и притом 

единственная. 

В качестве другого примера рассмотрим уравнение  0=+′′ yy . Нетруд-

но проверить, что оно имеет частные решения  xxy cos)(1 =  и  xxy sin)(2 = . 

Функция  

xCxCyCyCy sincos 212211 +=+=  

 
при любых значениях постоянных 1C  и 2C  также является решением, по-

скольку 

=++′′+ )()( 22112211 yCyCyCyC  

.000)()( 21222111 =⋅+⋅=+′′++′′= CCyyCyyC  

 
Это решение зависит от двух произвольных постоянных 1C  и 2C . Каковы бы  

ни были числа 000  ,  , yyx ′  (начальные условия задачи Коши), существует един-

ственная функция вида ,sincos 21 xCxC +  удовлетворяющая условиям 

00
yy xx ==   и  .00

yy xx ′=′
=  Например, если ,1 ,1  ,0 000 =′== yyx   то для нахожде-

ния 1C  и 2C  имеем условия  

,10sin0cos 210
=+== CCy xx    ,10cos0sin 210

=+−=′
= CCy xx  

из которых следует 11 =C , 12 =C , т.е. .sincos xxy +=  

 

2. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка 
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Дифференциальное уравнение второго порядка называется линейным, 

если оно имеет вид 

),()()()( xyxyxyx δγβα =+′+′′  

где левая часть линейна по отношению к yyy ′′′,, .  

Предполагая, что ,0)( ≠xα  и разделив обе части уравнения на ),(xα  

придем к уравнению 

).()()( xfyxqyxpy =+′+′′                           (5) 

Будем считать функции )(),(),( xfxqxp  непрерывными; согласно 

теореме 1 это обеспечивает существование и единственность решения задачи 

Коши для уравнения (5). 

При рассмотрении уравнения (5) важную роль играет уравнение 

,0)()( =+′+′′ yxqyxpy     (6) 

которое называется линейным однородным уравнением, соответствующим 

уравнению (5).  

Множество решений уравнения (6) обладает рядом особенностей, кото-

рые делают оправданным специальное изучение этого уравнения. Такое изу-

чение будет проведено в п.3 и п. 4. 

 
3. Линейно независимые и линейно зависимые функции. Определи-

тель Вронского 

Пусть )(),...,(),( 21 xyxyxy k  – какие-то функции. Рассмотрим выражение 

),()()()( 2211 xyCxyCxyCxy kk+++=   

где kCCC ,...,, 21  – постоянные числа. Любая функция )(xy такого вида называ-

ется линейной комбинацией функций )(),...,(),( 21 xyxyxy k . 
 

Функции )(),...,(),( 21 xyxyxy k  называется линейно независимыми, если 

ни одна из них не является линейной комбинацией остальных. В противном 

случае, т.е. если какая-то из данных функций может быть представлена как 

5 
 



линейная комбинация остальных, эти функции называются линейно зависи-

мыми.  

 
Какими способами можно установить линейную независимость не-

скольких функций? Один из способов связан с так называемым определите-

лем Вронского. Для системы, состоящей из двух функций )(),( 21 xyxy , опре-

делитель Вронского имеет вид 

, ),(
21

21
21 yy

yy
yyW

′′
=  

для системы из трех функций )(),(),( 321 xyxyxy  –  вид  

yyy
yyy
yyy

yyyW
′′′′′′
′′′=

21

321

321

321 ),,(  

и т.д. Отметим, что как сами функции )(),...,(),( 21 xyxyxy k  так и их определи-

тель Вронского являются функциями от x . 

Теорема 2. Если функции )(),...,(),( 21 xyxyxy k   линейно зависимы, то их 

определитель Вронского тождественно (т.е. при всех x ) равен нулю. 

Доказательство. Для сокращения записи положим 3=k . Пусть функ-

ции )(),(),( 321 xyxyxy  линейно зависимы; например, пусть )(3 xy  есть линей-

ная комбинация )(1 xy  и )(2 xy ; ),()( 22113 xyCxyCy += . Тогда имеем 

)()(
)()(
)()(

),,(

221121

221121

221121

321

xyCxyCyy
xyCxyCyy
xyCxyCyy

yyyW
′′+′′′′′′
′+′′′

+
= , 

но такой определитель равен нулю, поскольку его третий столбец является 

линейной комбинацией первого и второго столбцов. ■ 

Следствие. Если 0))(),...,(),(( 21 ≠xyxyxyW k  (хотя бы при одном     зна-

чении x ), то функции ).(...)()( 11 xyCxyCxy kk++=  линейно независимы. 
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Заметим, что обратное утверждение, а именно:  

если )(),...,(),( 21 xyxyxy k  линейно независимы, то 0))(),...,(),(( 21 ≠xyxyxyW k  

вообще говоря, неверно.  

 

4. Фундаментальная система решений и общее решение линейного 

однородного уравнения второго порядка 

Займемся теперь подробно изучением однородного линейного уравне-

ния 

.0)()( =+′+′′ yxqyxpy                       (7) 

Теорема 3. Линейная комбинация нескольких решений уравнения (7) 

также является решением этого уравнения. 

Доказательство. Пусть каждая из функций )(),...,(),( 21 xyxyxy k  являет-

ся решением уравнения (7). Рассмотрим какую-нибудь линейную комбина-

цию этих функций: 

).(...)()( 11 xyCxyCxy kk++=  

Дифференцируя это равенство, находим  

,...11 kk yCyCy ′++=′   ....11 kk yCyCy ′′++′′=′′  

Отсюда получим 

=+′+′′ )()( xqyxpy  

=+++′++′+′′++′′= ))(())(()( 111111 kkkkkk yCyCxqyCyCxpyCyC   

=+′+′′+++′+′′= ))()(())()(( 1111 kkkk yxqyxpyCyxqyxpyC   

,00...01 =⋅++⋅= kCC  

т. е. функция  )(xy  также является решением уравнения (7). ■ 

Теорема 4. Если )(1 xy  и )(2 xy  – два линейно независимых решения 

уравнения (7), то их определитель Вронского ),( 21 yyW  ни при одном значе-

нии x  не обращается в нуль. 
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Доказательство. Рассуждая от противного, допустим, что в некоторой 

точке 0x  справедливо равенство 0=W . Найдем такие два числа 1C  и 2C , не 

равные одновременно нулю, чтобы выполнялись равенства 

.0)()(
,0)()(

022011

022011

=′+′
=+

xyCxyC
xyCxyC

                         (8) 

Искомые числа 1C  и 2C  обязательно существуют, так как определитель сис-

темы (8), имеющий вид 

, 
)()(
)()(

0201

0201

xyxy
xyxy

′′
 

есть определитель Вронского ),( 21 yyW  в точке 0x  и, следовательно, равен ну-

лю. Далее, рассмотрим функцию 

),()()( 2211 xyCxyCx +=ϕ  

которая к силу теоремы 3 является решением уравнения (7). Имеем :0)( ≠xϕ  

в противном случае тождественно по x  выполнялось бы равенство 

,0)()( 2211 =+ xyCxyC  что означало бы линейную зависимость функций )(1 xy  и 

)(2 xy  (здесь существенно используется тот факт, что 1C  и 2C  не равны одно-

временно нулю). Равенства (8) означают, что ,0)( 0 =xϕ  .0)( 0 =′ xϕ  Однако тем 

же начальным условиям удовлетворяет и другое решение уравнения (7), а 

именно, функция )(xy , тождественно равная нулю. Это противоречит един-

ственности решения задачи Коши для уравнения (7). Таким образом, 

0) ,( 21 ≠yyW   для всех x . ■ 

Из теорем 2 и 4 вытекает, что для любой пары решений )(1 xy  и )(2 xy  

уравнения (7) имеются только две возможности: 

)(),( 21 xyxy линейно зависимы, тогда (по теореме 2) 0) ,( 21 =yyW  при 

любом значении x ; 

)(),( 21 xyxy  линейно независимы, тогда (по теореме 4) 0) ,( 21 ≠yyW  

при любом значении x . 
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Мы располагаем теперь всем необходимым для доказательства сле-

дующей теоремы, занимающей центральное место в теории линейных одно-

родных дифференциальных уравнений второго порядка. 

Теорема 5 (о структуре множества всех решений однородного урав-

нения). Если два решения  )(1 xy  и )(2 xy  уравнения (7) линейно независимы, 

то любое решение уравнения можно представить в виде их линейной комби-

нации. 

Доказательство. Пусть )(xϕ – произвольное решение уравнения (7). 

Выберем некоторое значение 0x  и обозначим числа )( 0xϕ  и )( 0xϕ′  соответст-

венно через 0y  и .0y′  Если мы докажем, что существует решение вида 

),()( 2211 xyCxyCy +=  удовлетворяющее начальным условиям 00
yy xx == , 

,00
yy xx ′=′

=  то в силу единственности решения задачи Коши для уравнения (7) 

отсюда будет следовать )()( xyx =ϕ  т.е. что заданное решение )(xϕ  есть ли-

нейная комбинация решений )(1 xy  и )(2 xy . 

Для нахождения искомых чисел 1C  и 2C  имеем следующие соотноше-

ния: 

    
.)()(
,)()(

0022011

0022011

yxyCxyC
yxyCxyC
′=′+′

=+
    (9) 

Эта система двух линейных алгебраических уравнений с двумя неизвестными 

1C , 2C . Определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных, ра-

вен 

, 
)()(
)()(

0201

0201

xyxy
xyxy

′′
 

т.е. совпадает с определителем Вронского для функций )(1 xy  и )(2 xy  в точке 

0x . Ввиду линейной независимости функций )(1 xy  и )(2 xy  этот определитель 

отличен от нуля. Следовательно, решение 1C , 2C  системы (9) существует. ■ 
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Набор из двух линейно независимых решений )(1 xy  и )(2 xy  уравнения 

(7) называется фундаментальной системой решений этого уравнения. 

Согласно предыдущему, для фундаментальности системы )(),( 21 xyxy  

необходимо и достаточно выполнение условия 0) ,( 21 ≠yyW . Используя дан-

ное определение, теорему 5 можно сформулировать по-другому. Ее новая 

формулировка выглядит так: 

 если )(),( 21 xyxy  – какая-либо фундаментальная система решений одно-

родного уравнения (7), то общее решение уравнения имеет вид 

),()( 2211 xyCxyCy +=  где 1C  и 2C – произвольные постоянные. 

 
Пример 1. Для уравнения 0=−′′ yy  функции xexy =)(1  и xexy −=)(2  яв-

ляются частными решениями. Эти решения линейно независимы (образуют 

фундаментальную систему), так как их определитель Вронского 

2
21

21 −=
−

=
′′ −

−

xx

xx

ee
ee

yy
yy

 

отличен от нуля. Следовательно, общее решение имеет вид 

.21
xx eCeCy −+=  ▲ 

Пример 2. Для уравнения 0=+′′ yy  очевидными частными решениями 

являются функции xxy cos)(1 =  и xxy sin)(2 = . Их определитель Вронского 

 ;1
cossin
sincos

21

21 =
−

=
′′ xx

xx
yy
yy

 

следовательно, )(1 xy  и )(2 xy  линейно независимы. Общее решение есть 

.sincos 21 xCxCy += ▲ 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 0.1
=+′−′′ y

x
yy  

Решение 

В данном случае одним из решений является функция xy =1 . Будем ис-

кать второе частное решение с помощью подстановки uyy 1= , где u  – новая 
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неизвестная функция (можно показать, что такой способ нахождения второго 

решения применим к любому линейному уравнению). Имеем 

uxuy ′+=′ ,          uxuy ′′+′=′′ 2 ; 

уравнение принимает вид  

,02 =+′−−′′+′ uuxuuxu  или  .0)2( =′−+′′ uxux  

Так как в полученное уравнение входит не сама неизвестная функции u , а 

лишь ее производные, то можно понизить порядок уравнения с помощью 

подстановки  uv ′= .  Получим 

,0)2( =−+′ vxvx   или   ,
2

2 dxx
v
dv −

=  

откуда .2x
ev

x

=  Следовательно, ,2 dx
x
evdxu

x

∫ ∫==  и искомое решение 

. )( 22 dx
x
exxy

x

∫=  Линейная независимость )(1 xy  и )(2 xy  очевидна. Общее ре-

шение данного уравнения имеет вид  

dx
x
exCxCxy

x

∫+=  )( 221  

(написанный справа интервал не выражается в элементарных функциях). ▲ 

 
5. Решение неоднородного уравнения методом вариации произ-

вольных постоянных 

 Рассмотрим линейное неоднородное уравнение  

  ).()()( xfyxqyxpy =+′+′′                            (10) 

Соответствующее ему однородное уравнение (7) было подробно изучено в 

предыдущем пункте. 

Пусть нам известна какая-то фундаментальная система частных реше-

ний )(1 xy  и )(2 xy  однородного уравнения. Тогда общее решение однородного 

уравнения, как мы знаем, имеет вид )()( 2211 xyCxyC + . Для отыскания же об-

щего решения уравнения (10) теперь достаточно найти какое-нибудь частное 

решение этого уравнения. Это вытекает из следующей теоремы. 
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Теорема 6. Общее решение неоднородного уравнения (10) есть сумма 

частного решения )(* xy  этого уравнения и общего решения соответствующе-

го однородного уравнения (7). 

Доказательство этой теоремы ничем не отличается от доказательства 

аналогичной теоремы из § 30 (п.п. 3.1). ■ 

Итак, требуется найти частное решение уравнения (10). Будем искать 

такое решение в виде 

),()()()( 2211* xyxuxyxuy +=  

т.е. в виде линейной комбинации функций )(1 xy  и )(2 xy , но не с постоянны-

ми коэффициентами 1C  и 2C , а с переменными коэффициентами )(1 xu  и )(2 xu  

(отсюда и название «метод вариации постоянных»). Так как одно уравнение 

связывает две неизвестные функции ( 1u  и 2u ), то имеется возможность по хо-

ду решения наложить на функции 1u  и 2u  еще одно ограничение, чем мы 

вскоре и воспользуемся. Дифференцируя равенство ,2211* yuyuy +=  находим  

.22112211* yuyuyuyuy ′+′+′+′=′  

Используем теперь возможность, о которой говорилось выше: введем ограни-

чение на выбор неизвестных функций 1u  и 2u . В качестве такого ограничения 

примем условие 

.02211 =′+′ yuyu  

Тогда получим 

.2211* yuyuy ′+′=′  

Дифференцируя еще раз, имеем 

.22112211* yuyuyuyuy ′′+′′+′′+′′=′′  

Подставляя теперь выражения для yyy ′′′,  ,  в уравнение (10), после очевид-

ных преобразований получим  

.)())()(())()(( 221122221111 xfyuyuyxqyxpyuyxqyxpyu =′′+′′++′+′′++′+′′  
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Оба выражения, заключенные в скобки, равны нулю, так как 1y  и 2y  являются 

решениями однородного уравнения. Следовательно, приходим к соотноше-

нию 

).(2211 xfyuyu =′′+′′  

Итак, неизвестные функции )(1 xu  и )(2 xu  должны удовлетворять сис-

теме уравнений 

).(
,0

2211

2211

xfyuyu
yuyu
=′′+′′
=′+′

     (11) 

Пользуясь тем, что определитель из коэффициентов при )(1 xu  и )(2 xu , рав-

ный  

, 
21

21

yy
yy
′′

 

есть определитель Вронского для функций )(),( 21 xyxy  и потому отличен от 

нуля (по условию )(1 xy  и )(2 xy  образуют фундаментальную систему решений 

однородного уравнения), находим из соотношений (11) функции )(1 xu  и 

)(2 xu . Затем простым интегрированием находим сами функции )(1 xu  и )(2 xu , 

а вслед за ними и искомое решение .2211* yuyuy +=  

 
Пример 4. Найти частное решение уравнения  

),0( 1 >=
′

−′′ x
x
yy  

используя тот факт, что однородное уравнение 0=
′

−′′
x
yy  имеет линейно не-

зависимые частные решения 1)(1 =xy ,  2
2 )( xxy = . 

Решение 

Представим искомое решение y  в виде 2
21 1 xuuy +⋅= .  Для нахождения 

1u  и 2u  имеем систему уравнений (11), которая в данном случае принимает 

вид 
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.12
,0

2

2
21

=⋅′
=′+′

xu
xuu

 

Отсюда ,
2
1

2 x
u =′  ; 

2
1

1 xu −=′  следовательно, 

,ln
2
1

2 xu =   .
4
1 2

1 xu −=  

Искомое решение имеет вид .ln
2
1

4
1)( 22

* xxxxy +−=  ▲ 

 
6. Линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэф-

фициентами 

6.1. Линейные однородные дифференциальные уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами. Характеристическое уравне-

ние. Решение однородного линейного дифференциального уравнения 

второго порядка требует знания какой-нибудь фундаментальной системы ча-

стных решений. Если коэффициенты уравнения не постоянны, т. е. действи-

тельно 

зависят от x , то нахождение такой системы представляет, вообще говоря, 

трудную задачу. Значительно проще обстоит дело в случае уравнения с по- 

стоянными коэффициентами, т.е. уравнения вида 

,0=+′+′′ qyypy                                                   (12) 

где p  и q  - постоянные. Для этого случая можно указать простой способпо-

строения фундаментальной системы решений. 

Будем искать частное решение уравнения (12) в виде показательной 

функции xey λ= . Дифференцируя дважды функцию y , получим xey λλ=′ , 
xey λλ2=′′ . 

Подставляя выражения для функции y  и ее производных в уравнение 

(12), приходим к соотношению 

( ) .02 =++ xeqp λλλ  
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Так как 0≠xeλ , то полученное соотношение равносильно уравнению 

02 =++ qpλλ .                                                       (13) 

Алгебраическое уравнение (13) называется характеристическим 

уравнением для дифференциального уравнения (12). 

Дальнейшая схема построения фундаментальной системы решений для 

уравнения (12) такова. Алгебраическое уравнение (13) имеет два корня - 

действительных или комплексных. Обозначим их 1λ  и 2λ . Таким образом, 

каждая из функций xey 1
1

λ= , xey 2
2

λ=  является решением уравнения (12). Если 

эти 

функции линейно независимы, то общее решение уравнения, согласно теоре- 

ме 5 , имеет вид xx eСeСy 21
21

λλ += . В случае линейной зависимости указанных 

функций необходимы дополнительные рассуждения. Более подробно этот во-

прос будет обсужден в следующем подпункте. 

6.2. Построение общего решения. Рассмотрим все случаи, которые мо-

гут представиться при решении характеристического уравнения (13). 

Первый  случай: корни 1λ  и 2λ  - действительные и различные. Соответ-

ствующие им решения xey 1
1

λ= , xey 2
2

λ=  линейно независимы. Действительно, 

их определитель Вронского 

( ) ( )xxx
xx

xx

eee
ee

ee
yyW 2121

21

21

12
2121

21

11
 ),( λλλλ

λλ

λλ

λλ
λλλλ

+−=⋅==  

ввиду 21 λλ ≠  отличен от нуля. Следовательно, 1y  и 2y  образуют фундамен-

тальую систему решений. 

Пример 5. Найти общее решение уравнения 065 =+′−′′ yyy . 

Решение 

Характеристическое уравнение имеет вид 0652 =+− λλ . Его корнями 

являются числа 21 =λ  и 32 =λ . Следовательно, имеем линейно независимые 

частные решения xey 2
1 =  и  xey 3

2 = . Общее решение запишется в виде 
xx eСeСy 3

2
2

1 += . ▲ 
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Второй случай: корни 1λ  и 2λ  - комплексно сопряженные: 

iβαλ +=1  и iβαλ −=2  , где 0≠β . Соответствующие им  комплексные ре-

шения  обозначим 1z  и 2z : 
( )xiez βα+=1 ,        ( )xiez βα−=2 . 

Они линейно независимы, поскольку 21 λλ ≠ . Используя формулу Эйле-

ра, можем записать 

( )xixez x ββα sincos1 += ,         ( )xixez x ββα sincos2 −= , 

откуда видно, что при любом x  функции 1z  и 2z  сопряжены. Составим ли-

нейные комбинации 

( ) ,cos
2
1

211 xezzy x βα=+=          ( ) .sin
2
1

212 xezzy x βα=−=  

Функции 1y  и 2y  являются действительными решениями уравнения (12). Эти 

решения также линейно независимы: в противном случае мы имели бы тож-

дественное равенство 21 Сyy =  и  (или 12 Сyy = ), откуда следовала бы линей-

ная зависимость между 1z  и 2z  . Итак, комплексно сопряженным корням 

iβα + , iβα −  характеристического уравнения можно сопоставить два ли-

нейно независимых частных решения ,cos1 xey x βα=  .sin2 xey x βα=  Следова-

тельно, общее решение имеет вид 

( ).sincossincos 2121 xCxCexeCxeCy xxx ββββ ααα +=+=  

Пример 6. Найти общее решение уравнения 054 =+′−′′ yyy . 

Решение  

Характеристическое уравнение есть 0542 =+− λλ . Его корни i+= 21λ  

и i−= 22λ . Таким образом, имеем частные решения ,cos2
1 xey x=  

.sin2
2 xey x=  Общее решение записывается в виде 

( ).sincos 21
2 xCxCey x += ▲ 

Третый случай: корни 1λ  и 2λ  - равные, а значит, действительные. Бу-

дем рассуждать следующим образом (хотя это рассуждение и не имеет силы 
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доказательства). Изменим незначительно коэффициенты p  и q  уравнения 

так, чтобы вместо двух равных корней 1λ  и 2λ  получились два неравных (но 

близких)  корня ∗
1λ  и ∗

2λ . Соответствующие решения xey
∗

= 1
1

λ   и xey
∗

= 2
2

λ  явля-

ются различными. Составим из них линейную комбинацию  

•∗ −
−

∗∗

12

12

λλ

λλ xx ee .                                                          (14) 

Если теперь представить, что коэффициенты уравнения (12) возвращаются 

к своим прежним значениям, т. е. 11 λλ →∗ , 22 λλ →∗ , то из (14) в пределе полу-

чим решение 

( )
•∗

→
→ −

−
=

∗∗

∗

•

12

12

12

11

lim
λλ

λλ

λλ
λλ

xx eexy                                                     (15) 

исходного дифференциального уравнения (12). Для нахождения правой части 

соотношения (15) воспользуемся тем, что по теореме Лагранжа для любых a  

и b  имеет место равенство ( ) ξebaee ba −=− , где точка ξ  находится между a  

и b . В частности, ( ) xxx eee λλλ λλ ∗∗ −=−
∗∗

12
12 , где λ  находится между ∗

1λ  и ∗
2λ . По-

этому правая часть соотношения (15) равна xxe 1λ . Таким образом, кроме ре-

шения xe 1λ , имеем решение xxe 1λ . 

Итак, равным корням 21 λλ =  характеристического уравнения можно со-

поставить два частных решения xe 1λ , xxe 1λ . Они линейно независимы (прове-

рить это самостоятельно); следовательно, общее решение 

( ).2121
121 xCCexeCeCy xxx +=+= λλλ  

Пример 7. Найти общее решение уравнения 02 =+′−′′ yyy . 

Решение 

Характеристическое уравнение есть 0122 =+− λλ . Его корни 

121 == λλ . Общее решение уравнения имеет вид  

( ).21 xCCey x +==  
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6.3. Неоднородное уравнение 

Рассмотрим теперь уравнение 

( ),xfqyypy =+′+′′                                                   (16) 

где ( )xf  - некоторая заданная функция; коэффициенты p  и q  по-прежнему 

считаем постоянными. Согласно теореме 6, для построения общего реше- 

ния уравнения (16) достаточно найти какое-нибудь частное решение этого 

уравнения, а также общее решение соответствующего однородного уравне-

ния. Поскольку второе мы уже умеем делать, задача сводится к нахождению 

частного решения уравнения (16). 

Для решения этой задачи можно воспользоваться методом вариации 

произвольных постоянных. Однако во многих важных для практики случаях 

имеется и более простой способ. Он применим в случае, когда ( )xf  есть 

функция вида ( ) xexP α , где ( )xP  - многочлен. Укажем суть этого способа, не 

вникая в его обоснование. 

Первый  случай: число α  не является корнем характеристического 

уравнения. Тогда решение нужно искать в виде 

( ) xexQy α= , 

где ( )xQ  - многочлен той же степени, что и ( )xP . Записав ( )xQ  в виде много- 

члена с неопределенными коэффициентами и подставив выражение для у 

в уравнение (16), после сокращения обеих частей на xeα  получаем равенство 

двух многочленов (из которых один есть ( )xP ). Приравняв коэффициенты 

при одинаковых степенях х слева и справа, получим систему уравнений, из 

которой найдем коэффициенты многочлена ( )xQ . 

Особо отметим два частных случая: 

1) ( ) ( )xPxf = , т.е. правая часть уравнения (16) представляет собой мно-

гочлен от x . В этом случае имеем 0=α ; следовательно, если число 0 не явля-

ется корнем характеристического уравнения, то решение ищем в виде 

( )xQy = ; 

18 
 



2) ( ) xexf α= . Тогда ( ) 1=xP  есть многочлен нулевой степени, а значит, 

( ) constcxQ == . Если при этом число α  не является корнем характеристиче- 

ского уравнения, то решение ищем в виде xcey α= . 

Пример 8. Найти частное решение уравнения 

( ) xexyyy −−=+′−′′ 551265 . 

Решение  

В данном случае 1−=α . Корнями характеристического уравнения яв-

ляются 2 и 3; число α  не совпадает ни с одним из них. Поэтому решение 

ищем в виде ( ) xebaxy −+= . Дифференцируя выражение для y , находим 

( ) ( ) ,xxx ebaaxebaxey −−− −+−=+−=′ α  

( ) ( ) .2 xxx ebaaxebaaxey −−− +−−=−+−−−=′′ α  

Подставляя  yyy ′′′,,  в уравнение и сокращая обе части на xe− , прихо-

дим к тождественному равенству 

( ) ( ) ( ) ,5512652 −=++−+−−+− xbaxbaaxbaax  

или  

,551212712 −=+− xbaax  

откуда  





−=+−
=

.55127
,1212
ba

a
 

Решая эту систему, находим 4,1 −== ba . Следовательно, искомое частное 

решение данного уравнения есть ( ) xexy −−= 4 . ▲ 

Второй  случай: один из корней характеристического уравнения равен 

α , а второй корень отличен от α . Тогда частное решение следует искать в 

виде 

( ) xexxQy α= . 

Пример 9. Найти частное решение уравнения 

( ) xexyyy 310832 +=−′−′′ . 
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Решение  

Здесь 3=α . Корнями характеристического уравнения являются - 1 и 3, 

один из них совпадает с 3=α . Поэтому решение ищем в виде ( ) xebaxxy 3+= .  

Подставляя  yyy ′′′,,  в уравнение и сокращая обе части на xe3 , прихо-

дим к тождественному равенству 

,108428 +=++ xbaax  

откуда  





=+
=

.1042
,88
ba

a
 

Решая эту систему, находим 2,1 == ba . Следовательно, искомое част-

ное решение данного уравнения есть ( ) xexxy 32+= . ▲ 

Третый случай: оба корня характеристического уравнения равны α . 

Тогда частное решение следует искать в виде 

( ) xexQxy α2= . 

 

Пример 10. Найти частное решение уравнения  
xeyyy −=+′+′′ 32 . 

Решение  

Здесь 1−=α  и оба корня характеристического уравнения также равны - 

1. Поэтому решение ищем в виде xeaxy α2= . Проведя такие же вычисления, 

что и в примерах 8 и 9, получим 5,1=a . Искомое решение имеет вид 
xexy α25,1= . ▲ 

 
Упражнения  

1. Найти общее решение дифференциального уравнения 

xx
x

y sin
1

1
2 −+

+
=′′ . ► 
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2. Найти частное решение данного дифференциального уравнения, 

удовлетворяющее заданным начальным условиям: 

( )xxey x 3sin2 +=′′ ,      ( ) 10 =y ,     ( ) 10 =′y . ► 

3. Решить дифференциальное уравнение xxctgxyy sin2=′−′′ . Найти 

также частное решение, если 1=y ,   0=′y   при  
4
π

=x . ► 

4. Найти общее решение дифференциального уравнения ( )22 ytgyy ′=′′ . 

Найти также частное решение, удовлетворяющее начальным условиям  

( )
4

1 π
=y ,     ( ) 21 −=′y . ► 

5. Найти частное решение дифференциального уравнения 

( ) ( )( )yyyyy ′′+=′′′+ 211 , 

удовлетворяющее начальным условиям  ( ) ( ) 100 =′= yy . ► 

6. Установить линейную зависимость или независимость данных пар 

функций на областях их определения: 

а) xx cos, ;          б) xx 2, ;          в) ctgxtgx, . ► 

7. Даны функции xx eyey 2
21 , −== . Составить однородное дифференци-

альное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами, общее 

решение которого имеет вид xx eCeCy 2
21

−+= . ► 

8. Найти общее решение уравнения   032 =+−′′ yyy . ► 

9. Найти общее решение уравнения   044 =++′′ yyy . ► 

10. Найти общее решение уравнения  032 =++′′ yyy .► 

11. Найти частное решение уравнения 0473 =++′′ yyy , удовлетворяю-

щее начальным условиям ( ) 10 =y ,   ( )
3
20 −=′y . ► 

12. Найти общее решение уравнения  xxeyy 57 =′−′′ , подбирая частное 

решение методом неопределенных коэффициентов. ► 

13. Найти общее решение уравнения   
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( ) xexyyy 2296 −−=+′+′′ . ► 

14. Решить уравнение ( ) xxxyyy cossin3223 ++=+′+′′ . ► 

Вопросы для самопроверки 

1. Какой вид имеет общий вид дифференциального уравнения второго 

порядка? 

2. Приведите вид дифференциального уравнения второго порядка раз-

решенный относительно y ′′ . 

3. Приведите формулировку постановки задачи Коши для уравнения 

второго порядка разрешенной относительно производной. Что называется на-

чальными условиями? 

4. Сформулируйте теорему о существовании и единственности решения 

задачи Коши для уравнения второго порядка разрешенной относительно про-

изводной второго порядка. 

5. Какое дифференциальное уравнения второго порядка называется ли-

нейным?   

6. Какие условия на коэффициенты линейного дифференциального 

уравнения второго обеспечивает существование и единственность решения 

задачи Коши для уравнения? 

7. Какое линейное уравнение второго порядка называется однородным? 

Какое линейное уравнение второго порядка называется неоднородным? 

8. Что называется линейной комбинацией функций 

)(),...,(),( 21 xyxyxy k ? 

9. Когда заданные функции )(),...,(),( 21 xyxyxy k  называется линейно не-

зависимыми, а когда линейно зависимыми? 

10. Какими способами можно установить линейную независимость не-

скольких функций?  

11. Что называется определителем Вронского из двух (из трех) функ-

ций? 
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12. Каким образом с помощью определителя Вронского  можно устано-

вить линейную независимость нескольких функций? Сформулируйте теоре-

му. 

13. Множество решений линейного однородного уравнения второго по-

рядка рядом свойств. Перечисляйте их. 

14. Сформулируйте теорему о структуре множества всех решений од-

нородного уравнения, занимающей центральное место в теории линейных 

однородных дифференциальных уравнений второго порядка 

15. Что называется фундаментальной системой решений линейного од-

нородного уравнения второго порядка? 

16.  Используя определение фундаментальной системы решений, сфор-

мулируйте теорему о структуре множества всех решений однородного урав-

нения по-другому. Какой вид имеет общее решение линейного однородного 

уравнения второго порядка? 

17. Как можно получить общее решение неоднородного уравнения вто-

рого порядка? Сформулируйте теорему. 

18. Как находят частное решение неоднородного уравнения второго по-

рядка? Что называется вариацией произвольных постоянных? 

19. Что называется характеристическим уравнением линейного одно-

родного уравнения 2 -  го порядка с постоянными коэффициентами?  

20. Какой вид имеет общее решение линейного однородного уравнения 

2-го порядка в случае, когда его характеристическое уравнение имеет дейст-

вительные корни ? 

21. Какой вид имеет общее решение линейного однородного уравнения 

2-го порядка в случае, когда его характеристическое уравнение имеет  ком-

плексно-сопряженные корни?  

20. Какой вид имеет общее решение линейного однородного уравнения 

2-го порядка в случае, когда его характеристическое уравнение имеет крат-

ный корень? 
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